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Polynoémes d'endomorphismes et de matrices

Dans ce chapitre, E désigneun K-ev, ue¥(E), A€ (K) (n>1).

1. Idéaux de K[X]

Définition :
Soit I une partie de K[ X]. On dit que I est unidéal de K[X]si :

1. 0ek
2. I eststable par +
3. VPel, VQeK[X], PQ€Il (onditque I estabsorbant).

Exemple :

Soit AEK[X]. Onnote AK[X ] ou (A) I'ensemble des multiples de A.
AK[X]=[PeK[X] tel que A|P}={PeK[X]tel que AQEK|[ X] tel que P=AQ}.
AK[X]estunidéalde K[X] : 06 AK[X], si A|P, et A|P,, alors A|P,+P,, etsi A|[P, VBeK[X], A|PB.

Définition :

L'idéal AK[X | est appelé idéal principal de K[X ] engendré par A.
On dit que A est un générateur de AK[X]. Si A=0, alors 0 K[X]={0] est appelé idéal nul de K[X].

Propriétés :
Soit A un générateur de /, [ idéal principal non nul.
1. A#0
2. VPel, AP
3. Soit B un autre générateur de 1. B|A et A|B, Ja+#0 telque B=aA. A et B sont dits associés
4. 1l existe un unique générateur de / unitaire.

Théoréeme :
Dans K[X ], tous les idéaux sont principaux.

Preuve :

Soit 7 unidéal de K[X]. On veut montrer que JA€K[ X] tel que I=AK[X].
— I={0} : A=0 convient.
— I#{0} : On considere c={deg(P) tel que PEI\{0}}. C#0, et CcN. ¢ admet un plus petit élément d..
Soit A€ tel que deg(A)=d.
O : Soit PEAK[X] = FQ€K[X]telque P=AQ. A€I et I étantunidéal, P€I. Donc AK[X]c].
c : Soit PEI, on effectue la division euclidienne de P par A : 3(Q,R)eK[X] tel que P=AQ+R et
deg(R)<deg(A). AQ€I, et PEI, donc RE].
Si deg(R)#0, deg(R)eC, or deg(R)<deg(A)=d=ppe(C) : impossible, donc R=0.
Ainsi P=AQEAK[X] = IcAK[X].

Remarque :

Si I1#{0}, et I=AK[X], A estun polyndme de I non nul de degré minimal.



2. Polynémes d'endomorphismes et de matrices

Définition :

d
Soient P=_ a, X" un polynéme de K[X], ue¥ (E), Ac.i (K).

k=0

d d
On note P(u)zz akuk, et P(A)=Z akAk.
k=0

=0

k
On dit que P(u) est un polyndéme de u, et P(A) un polyndme de A.

Remarques :
Attention aux objets manipulés ! P (u) est un polyndme, et P(A) est une matrice.

Hu)=1d,, 1(A)=1I,.

3. Propriétés algébriques

Définition :
On note K [u] I'ensemble des polyndmes de u, et K[ A] l'ensemble des polyndmes de A.

Klul={P(u), PEK[X]}, et K[A]={P(A), PEK[X].

Pr;’;)ti,:i(t;?,nQ:)eK[X]z. V(a,B)eK® :
L. (aP+pQ)(u)=aP(u)+p0(u), et (aP+BQ)(A)=aP(A)+50Q(A).
2. (PO)(u)=(P(u))o(Q(u)), et (PQ)(A)=(P(A))X(Q(A)).

Preuve (2) :

d s
Soient P=Y. a, X", 0=Y b X". PQO=
k=0 k=0

d+s d+s

Xk=Z( Z a,b,

k
(Z a, bk*q
=0

k=0 \gq k=0 \g+r=k
d s d s d+s
Or P(u)oQ(u)= Zaquq ° Zb,ur =Z Zaqb,u“r:z Z a,b, uk=(PQ)(u).
q=0 r=0 q=0 r=0 k=0 \g+r=k

PQ=QP dans K[ X], donc P(u)oQ(u)=Q(u)oP(u). Deux polyndmes en u commutent .

Corollaire :
H K [u] et K[A] sont des sous-algébres commutatives de ¥ (E) et de .4, (K) respectivement.

Propriétés :
Soit ue #(E), onpose ¢ : Klx] - gj(E) On a alors les propriétés suivantes :
P+ Plu)
1. V(P,QeK[X], V(a,B)EK’, ¢(aP+pQ)=a¢(P)+5¢(0Q)
2. V(P,Q)eK[X], ¢(PQ)=¢(P)¢(Q)
3. ¢(1)=Id,.
4. ¢ estun morphisme d'algebre et Im (¢ )=K[u].
Proposition :

‘ VPeK|[X], Ker(P(u)) eststable par u.

Preuve :

Soit xe€Ker (P (u)). (P(u))(x)Xu(x)=(P(u)ou)(x)
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4. Polyndéme annulateur

Définition :
H Soit PEK[X]. On dit que P est annulateur de u (respectivement de A)si P(u)=0, (respectivement P(A)=0).

Définition :
H On note .7, (respectivement .7 ,) I'ensemble des polynomes annulateurs de u (respectivement de A).

Remarque :
VoaekK, a (u)=aIdE, donc a(u)=0 < a=0. Il n'existe donc pas de polyndme annulateur de degré 0.

Exemples :
. Siu=ald,, X—a estannulateur de u.

2. Si p estun projecteur de E, X°—X est annulateur de p.
3. Si s estune symétriede E, X ®_1 est annulateur de s.

Exemple :
a b ..b |

Soit A=|? |et, (K), b#0. Soit J=|: |, FP=nl.
b .. b a LR

A=(a—b)I +bJ = (A—(a—b)I )=b>T=b’nJ=nb(A—(a—b)1,) = (A—(a—b)I )(A—(a—b)I,—nbl )=0
= (X—(a=b))(X—(a+(n—1)b)) est annulateur de A.

Exemple : Matrice de rang 1 :
u Vi
Toute matrice carrée A de rang 1 peut s'écrire sous la forme A=U'V, ou U=| : |, et V=|: |, U#0 et V0.

A’=UVU'V=U(VU)V=(VU)U'V=('UV)A, or 'UV= uv=tr(A).
[ — i=1
ek

Ainsi A’=tr(A)A = X’—tr(A)X est annulateur de A.

Théoreme :
Tout endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie admet au moins un polyndme annulateur non nul.

Preuve :
On note n=dim(E), ainsi dim(%(E))=n". Alors la famille (idE,u,uz,...,u"Z) est une famille de ¢ (E) formée

de n’+1 éléments de Z(E), il s'agit donc d'une famille liée dans % (E) : El(ao,...,anz)eK"2+l\{(0,...,O)}

n’ n
tel que Z akuk=0. Ainsi Pzz a, X" est annulateur de u, et P#0.
k=0 k=0

Remarque :
Toute matrice carrée admet donc un polyndéme annulateur non nul.

Remarque :
2 N . A z e pon N 2 N .
La preuve du théoréme donne I'existence d'un polyndme annulateur de degré inférieur 2 n’>, ot n=dim(E).
On verra qu'en dimension rn, il existe des polyndmes annulateurs non nuls de degré inférieur a n.

Remarque :
Le résultat de ce théoréme est faux en dimension infinie.



Exemple :

Soit E=K[X], u : PEE — XP(X) €¥%(E). VPEE, YkeN, u"(P)=X"P.

d
): Z aka
k=0

Si Q est annulateur de u, alors Q(u)=0 donc VPGE, (Q(u))(P)zO. Ainsi VPEE, QP=0.
En particulier pour P=1 : Q0=0.

P=QP.

d
Soit alors sz a, X", et PEE. Alors ( Z au
k=0

Proposition :

‘ Siue¥(E), alors .7, estunidéal de K[X]. Si Ae.# (K), alors .7, estunidéal de K[ X].

Preuve :

-0€.7, (0(u)=0)
— Soient P et Q€.7. Alors (P+Q)(u)=P(u)+Q(u)=0 = P+Q€.7.
— Soit P€.7, et Q€K[X]. Alors (PQ)(u)=P(u)oQ(u)=0 = PQe.7,.

Remarque :

7, est donc un idéal principal de K[ X].
Si .7 ,#{0], il existe alors un unique polyndme unitaire noté 7, qui engendre .7 .
7, est appelé polyndme minimal de u.

Propriétés du polynéme minimal (hors programme) :
1. m, est annulateur de u

2. Tout polyndme annulateur P de u est un multiplede 7, : = |P
3. &, estun polynome annulateur de degré minimal au moins 1.

5. Premiéres applications

5.1. Calcul de l'inverse d'une matrice

d
Soit AEJln(K). On suppose connu un polynéme annulateur P:Z a, X* de A tel que P(0)#0.

k=0
Alors A est inversible et on peut obtenir A~' de la facon suivante :

d
Z:akAk_1

- —
A est donc bien inversible et A '=——Z =Q(A), et Q(X)=

Az_aoln

d d
P(A)=0 & Y a,A" & Y aqA'=—q)l, &
k=0 k=1

5.2. Calcul des puissances successives d'une matrice carrée

Soit A€M (K). On suppose connu un polyndme annulateur de 7 #0.

Pour trouver A’ on effectue la division euclidienne de X” par = : 3(Q,R)eK[XT tel que X"=7Q+R,

avec deg(P)<deg(x). On applique alors ces polyndmesen A : A’=(xQ+R)(A)=7(A)Q(A)+R(A)=R(A).
11 suffit de déterminer R, reste dans la division euclidienne de X” par 7. Pour cela, on évalue en les racines de 7.
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